ECE1 Correction Feuille Exercice 12 2019-2020

Correction Feuille Exercice 12

Exercice 13 (Bilan)
1. On a
P(—=2)=(=2)"+2x (=2 + (-2)* +2x (=2) =16 +2 x (—8) +4—-4=0

Donc

‘—2 est une racine de P. ‘ On remarque que Q(1) =1+1—2 =0 donc

‘1 est une racine de Q.‘

2. En développant I'expression pour le polyndéme

P(X)=X(X +2)(aX?*+bX +¢)
= (X?+2X)(aX?+bX +¢)
= aX* + bX? + cX? +2aX? + 20X 4 2cX
=aX*+ (b+2a) X3+ (c+2b) X2 + 2cX

En identifiant les coefficients, on obtient le systeme

a=1

b+ 20 =2 a=1
a =
1 oh=2 b=0
C _—

c=2
c=2

On a alors

P(X) =X (X +2)(X?%+2) qui est la factorisation de P.

’ X3 +X -2/ X-1
— (X3 -X?) X2+ X +2
X2 +X -2
- (X2 -X)
2X =2
- (2X -2)
0
On en déduit que Q(X) = (X — 1)(X2 + X +2).
Ceci est bien une factorisation de @ car le discriminant de X2 + X + 2 est négatif (ce polyndome n’a
donc pas de racines.
4. On a
i, Ple) = lim o = oo i Q) = i o” = oo
JHm P(e) = lim a% = oo Jim Q) = lim a7 = —oc
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¢ Pratiquer la division euclidienne

Exercice 14
On divise le polynome X* + 3X3 — 4X? +2X — 5 par le polynome X? —2X +1 :

X* 4+3X3 —4X? 42X -5/ X2-2X+1
— (X* —2X3 +X?) X2 +5X +5
5X3 —5X? 42X -5

— (5X® —10X2? 4+5X)

5X2 —3X -5
— (5X? —10X +5)
7X —10

On en déduit que X* +3X3 —4X2 +2X — 5= (X2 —-2X +1)(X?2+5X +5) + 7X — 10.

Exercice 15
Soit le polyndme P défini sur R par P(z) = 2% — 22% — z + 2.

1.Ona P(l) =1—-2—-1+2 =0 donc 1 est bien une racine de P. On peut alors factoriser P par

X -1
X3 —2X? —-X 42| X -1
~ (X —X?) XT_X 2
-X? —-X 42
— (=X? +X)

—2X 42

~(—2X 42)

0
Donc P(X) = (X —1)(X? — X — 2). Le discriminant de X? — X — 2 est A = 9 donc les solutions

1-— 1
deXQ—X—2:080ntX1:fz—letXQ:?:ZAinsi

P(X) = (X —1)(X +1)(X —2).

2. On donne le tableau de signe du polynéme P.

x —0o0 —1 1 2 400

Signe de

o1 0 + - +
Signe de B B 0 " n

r—1
Signe de B B B 0 n

T —2
Signe de
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¢ Factoriser un polynome

Exercice 16
On souhaite résoudre 1'équation (E) d’inconnue x € R, (E) : e** +4e®* + 1 — 6e~* = 0.

1. En faisant le changement de variable X = e*, on obtient

6
(E)<:>X2+4X+1—?:O, X >0

= X344X24+ X -6=0, X>0

On note alors P(X) = X3 +4X?2 4+ X — 6.
2. On calcule P(1) =14+441—6=0. Donc

|1 est une racine de P. |

3. On divise P par X — 1.

X3 H4X?2 +X 6] X -1
— (X? —X?) X2 +5X 46
5X? +X —6
— (X2 —5X)
6X —6
— (6X —6)
0

Ainsi P(X) = (X — 1)(X? + 5X + 6). On étudie le polynéme X? + 5X + 6. Le discriminant de ce
polynome est A = 25 — 24 = 1. Les racines sont alors
51 541
X, - 5 X, = 5+
2 2
— -3 — 9

On a donc P(X) = (X — 1)(X + 3)(X + 2).

4. Les solutions de P(X) = 0 sont 1, —2 et —3. Les solutions —2 et —3 ne sont pas acceptables car
négatives. L’unique solution de (E) est donc

X=1l<=e"=1<=2=0.

L’unique solution de (E) est x = 0.

Exercice 17 (*)
1. On remarque que P(1) =1—2—-5+6 = 0. 1 est donc une racine évidente de P. On divise donc P

par X — 1.
X3 —2X% —5X +6] X -1
— (X3 -X?) X?—-X -6
-X? —5X +6
— (-X? +X)

—6X +6

— (—6X +6)

0
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Ainsi P(X) = (X — 1)(X? — X — 6). On étudie les racines de X? — X — 6. Son discriminant est
A =1-4x(—6)=25. Ce polyndéme a donc 2 racines :

1-5
X, =—° X, =
! 2 2 2

-9 -3

Ainsi P(X) = (X — 1)(X +2)(X — 3).

2. Pour trouver le domaine de z — Pl on résout P(x) = 0.
x
La foncti — 1 t défini R\ {-2,1,3}
nction est définie sur —
a fonction x P) 1,
Pour trouver le domaine de x — In(z), on résout P(z) > 0. On trace pour cela le tableau de signe
x —00 —2 1 3 400

Signe de B 0 n " n

x4+ 2
Signe de B B 0 n n

z—1
Signe de B B B 0 n

r—3
Signe de

La fonction z — In(z) est définie sur | — 2, 1[U]3, +00]

3. La fonction f est dérivable sur R (fonction polynémiale) et Vo € R, f/'(x) = P(z). On détermine
ses variations.

T —00 —2 1 3 +00
Signe de

2 +00

+00
Variations 12
i e

4. Par le changement de variable X = In(z),

(Inz)* —2(Inx)*> =5z +6 =0 <= X*> - 2X> - 5X +6 =0
<~ P(X)=0

Les solutions de P(X) =0sont X = -2, X =1et X = 3.

Les solutions de I’équation sont S = {e2, ¢, e}

Exercice 18 (**)
Soit P(z) = ax? + bx + ¢ un polynéme de degré 2 possédant 2 racines réelles a; et as.
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1. La forme factorisée de P est
P(z) =a(x — aq)(z — ag)

En développant 1'expression précédente on obtient
P(x) = az® — a(a; + az)x + aqiay

Par identification,

@)

a1 oy =——et g = —.
a a

2. Réciproquement, soient o et as deux nombres réels. Montrer que «; et as sont les racines du
polynéme P(z) = 2% — sz +polu s =a; +as et p=ajay. On a

P(ay) = (@1)2 — (a1 + az)oy + oo
= (041)2 - (041)2 — Qi + Q10
=0

De méme avec oy :

Plas) = (a2)? = (oq + az)as + g

(a9)? — (a)? — ey + g

‘al et oy sont les racines de P.

On considére alors I’équation 222 — 5z +3 =0

3. On remarque que
2-5+3=0

Donc

\ 1 est une solution évidente. ‘

4. D’apres le résultat précédent,

5 ) 3
la somme vaut 5 et le produit vaut 3

5. | L’autre solution est donc nécessairement —.
2
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g Utiliser identification.

Exercice 19
1. On met toutes les fractions au méme dénominateur

1 a b c

z(z+1)(z +2) m+x+1+m+2

— 1 a(z +1)(z +2) br(x + 2) cx(r+1)
rz+1)(z+2) zz+1)(z+2) z@x+)(z+2) z(xz+1)(x+2)

1 azr? + 3ax + 2a bx? + 2bx cx? +cx

G0 +2) et )@+ 2@+ )@+2)  w@t)@+2)

1 (a+b4c)r*+ (3a+2b+ )z + 2a

z(z+1)(z+2) z(z+1)(z+2)

Par identification, on obtient le systeme

a+b+c:0 a+b+c=0

B3a4+24+c=0 <«=1{2a+b=0  Ly+— Ly—1I4

1

2a =1 =

a a 2

1

c= —

2

<~ <(b=-1

1

a= —

2

Ainsi

1 11 1
Vo e R\{—2,—1,0 T 5. '
TER2 L0 ey T rel 2@ Y

2. On met toutes les fractions au méme dénominateur

t+1 a b n c
2(z—1) 22 z x-1
r+1 a(z—1)  bx(z—1) cx?
— -
2?(x—1) 22(z—-1) z*(x—1) 2% (x—1)
r+1 ar —a ba? — bx ca?

w2(x—1)  22(zx—1) * 22(z —1) * 22(x —1)
x+1 (b+c)x*> + (a — bz —a

x2(z —1) x2(r —1)

Par identification, on obtient le systeme

b+C:0 C:2
—a=1 a=—1
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1 2 2 r+1
R\ {0,1},—— — = =
Ve € R\{0. 1}, =5 = —+ — pETp—
Exercice 20 " 1
On se propose de calculer la somme S,, =
= k2 —1
1. On a Vk > 2,
1 a n b 1 (k+1a N (k—1)b
E2—1 k-1 k+1 E2—1 (k+1)(k—1) (k-1(k+1)
1 (a+bk+a—>b
k2—1 k2 —1
Par identification, on obtient
1
a+b=0 =3
a—b=1 h— _1
2
On a donc
1 1 1
kK2—1 2(k-1) (k+1)
2. On calcule
" 1 " 1 1
STL — — —
lék?—l ,éQ(k—l) 2(k+1)
_igii_i LR
g2k —1) 2k 2k 2(k+1)
o T
ok —1) 2k 2(k+1)
1 L, 1 1
T2x(2-1) 2n 2x2 2(n+1)
_3_ntl+n
4 2n(n+1)
3 2n+1
O lut S, = - — ———.
n conclu 17 2+ 1)
¢ Calculer des limites de polynomes
Exercice 21
1. D’apres le cours
_ T 5_ _
ml_l)gloofl( x) = Erllwx = +o0 et hm fi(z )_:pgl;noox = —0o0
2. D’apres le cours
. 4 _ _ . A4 _
A, @) = M —et = oot I fle) = B —a = oo

3. D’apres le cours
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Jim i) = Jim 2= i G =0er i ) = i 27 = i <0
4. D’apres le cours
3 23
A falw) = I os = lim 5 =g et Jim folw) = Jim o5 = lim 5 =9

Exercice 22 (*)
1. Ona 2% —2%2+2x2—8 =0 donc le polynome X — 2 divise le polynéme X3 — X2 4+ 2X — 8. En
posant la division euclidienne on obtient :

X3 —X? 42X -8 X -2
— (X® —2X?) X2+ X +4
X? +2X -8
- (X? —2X)
4X -8
- (4X -8)
0

On a alors ® — 22 — 2 — 8 = (x — 2)(z® + x + 4). D’un autre coté, en utilisant une identité
remarquable, on a 22 — 4 = (z — 2)(z + 2) donc

-2 +2r -8 (x—2)(2*+x+4) 2*+x+4

2 —4 (2= +2) oz +2
On a alors
o3 =242 -8 24 zx+4 10 5
lim = lim-— = — = —
22 2 —4 =2 x4+ 2 4 2

2. Ona1*+1%2—1—1 = 0 donc le polynéme X — 1 divise le polynome X3 + X2 — X — 1. En posant
la division euclidienne on obtient :

X3 +X? -X -1 X -1
— (X3 —X?) X2 42X +1
2X?2 —X -1
— (2X? —2X)
X -1
)
0

On a alors 2° + 22 —x — 1 = (2 — 1)(2* + 2z + 1). D’un autre coté, en utilisant une identité
remarquable, on a 22 — 2z + 1 = (z — 1)? donc

P4t —r—1 (z—-1)@*+22+1) 2*+22+1

2 —-2r+1 (x —1)2 r—1
On a alors
v By | o+ 241
lim 5 =]lim— = 4+
x;ﬂ x> —2x+1 rjl r—1
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ECE1
3. On remarque tout d’abord qu’en posant X = e*, on a
_oe3® —4e? 13 X3 —4X%2+3
lim—— = lim ———
z—0 erT — 1 X—1 X -1

On divise le polynome X2 — 4X?2 4 3 par le polynéme X — 1 et on obtient

X?—4X?+3=(X-1)(X*-3X —3)

Ainsi,
X2 —4X?2+3 . (X =1)(X?-3X -3) . 9
S G N G X1 B R
On conclut
3:)0_4 2x
lime ¢ +3:—5
z—0 et —1

Exercice 23 (**)
On regarde si la fonction f est prolongeable par continuité en 1. Pour cela, on calcule (en remarquant que

1 est une solution de 2 — 1 = 0 et en divisant 2® — 1 par z — 1 :

3 2 3 2
B-1 22-1 (z-D@2+z+1) (z—1D(z+1)
B 3(z+1) 20z +z+1)
T @-D(@+z+)z+1) (@-D@2+z+ D +1)
—227 4+ +1

(=@ 2+ 1)(z+1)
On résout I'équation —22% + 2 + 1 = 0. Le discriminant d'une telle équation est A = 9. Les solutions sont

1 et —1/2. On a donc
20 +x+1=-2x—1)(z+1/2)

Ainsi,
3 2 —2(z —1)(z+1/2) L r+1/2
-1 221 (z—D(2+2x+D(x+1) (22 +2z+D@+1)

1 3
Orhmx—i—§ 7 ® thm(x +2+1)(x +1) =6 donc

1
i fl) = =35
. o 1
La fonction f est prolongeable par continuité en 1 et 'on pose f(1) = —3

¢ Propriétés des polynomes.
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Exercice 24 (*)
On a

et

k> 4, PW) (1) = 0. |

Si k € [0,n], on va montrer par récurrence que

VeeR, PO@)=nn-1)...(n—k+1)(z—a)" " =A%z —a)"*

Soit la propriété Py : {P(k) (z) = A¥(z — a)nfk}.

Initialisation : On montre que P, est vraie. D'un c6té PO (z) =

Ap(x —a)" " = (z — a)™

(r — a)™. D’un autre coté,

Hérédité : On suppose que la proposition Py est vraie pour un certain k € [0,n — 1]. On a alors

P*D () = A% x (n — k) (x —

La proposition Py est vraie. (Py) est héréditaire.

Conclusion :

a)nfkfl _ A?]erl(x . a)nf(kJrl)

Pour tout k € [0,n], Vo € R, P®)(z) = A¥(z — a)"*

On a alors Vz € R, P™(2) = n! et donc

Exercice 25 (**)

Pour tout k > n, Vo € R, P¥)(z) =

0

Dans cet exercice, on se propose de calculer pour n € N et p € [0, 1],

Su =2 k(k—1) (Z)pk(l —p)" .

k=0

On introduit alors le polynéme. P(X) = Z (Z) XF(1 —p)n .

k=0

1. En utilisant le binome de Newton, la forme factorisée de ce polynéme est

PX)=X+1-p)r

2. D’un co6té, sous sa forme de somme,

PO =3 (1)t -y

k=0

PIX) =Y (Z)k(k — )X )

k=0

D’un autre co6té, en utilisant la forme factorisée,

P(X)=n(X+1—p"*

P'(X)=n(n—1)(X+1-p)"*

Généralités sur les suites.
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3. On remarque que S,, = p*P"(p). Ainsi, on a S, = p*n(n — 1)(p+ 1 — p)" 2, c’est A dire
S, =n(n—1)p*.

4. On suppose que Y est une variable aléatoire telle que Y < %(n,p).

On a alors
502 07 k) (’;)pk(l e
= é K <k>p’“(1 —p)" - é k<k>pk(1 -
=EY?* - E(Y)
Et donc

E(Y?) =S, + E(Y) =n(n—1)p*+np =n*p? — np* + np.

5. On en déduit, d’apres la formule de Koenig-Huygens,
V(Y)=E(Y?) - E(Y)?
— n2p? — np® + np — np?

Apres simplification, V(Y) = np(1 — p).

Exercice 26 (**)
Résoudre dans R[X] I'équation : X2P"(X) — 3XP'(X) + 3P(X) = 0 d’inconnue P. On commencera par
étudier le coefficient dominant.

P € R[X]. On écrit alors

P(X)=> a X", P(X)=> apkX"' P'(X Z ark(k — 1) X*2
k=0 k=1

Si P vérifie I’équation, on a
X?P"(X) —3XP(X)+3P(X)=0

=Y apk(k—1)X* —3> kX  +3> X" =0

k=2 k=1 k=0
=Y (ar(k(k — 1)) — 3kay, + 3a;)X* = 0
k=0

On a notamment par identification,
(n* —4n+3)a, =0 <= (n* —4n +3) =0

Le coefficient a,, est non nul car il s’agit du coefficient dominant. On résout I’équation de degré 2. Le dis-
criminant associé est A = 4. Ce qui laisse deux possibilités pour n. Soit n = 1, soit n = 3. Les polyndomes
solution de I’équation sont donc de degré 1 ou 3.

Cas n =1 : Les polynomes s’écrivent P(X) =aX + b, P'(X) =a et P"(X) = 0.
X?P"(X) = 3XP(X)+3P(X)=0<+= —3aX +3aX +3b=0<=b=0

Généralités sur les suites. M Leboucher
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Tout polynéme de la forme P(X) = aX est solution de I’équation

Cas n = 3 : Les polynomes s’écrivent P(X) = aX® + bX? + cX + d, P/(X) = 3aX? + 2bX + c et
P"(X) = 6aX + 2b.

X?P"(X) - 3XP(X)+3P(X)=0
— 6aX>+2bX% —9aX> —6bX?% —3cX +3aX?+3bX%2+3¢X +3d=0
— 4+ -bX?4+3d=0

On en déduit alors que b=0et d =0

Tout polynome de la forme P(X) = aX? + bX avec a,b € R est solution

On remarque que cette seconde condition englobe la premiere.

Exercice 27 (**%*)
Soit E 'ensemble des polynémes P € R[X | ayant au moins une racine a € R et satisfaisant P(z+1) = P(z).
1. Montrer que si P € E, pour tout n € N, o + n est une racine de P.

2. Déduire ’ensemble des polyndémes de F.
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